1.3 L’algébre de Wiener des séries de Fourier absolument convergentes et équations
différentielles linéaires sur ('(Z) (209, 220, 221, 246)

Dans ce développement, je propose de montrer que 1’algébre de Wiener des séries de Fourier absolument conver-
gentes est isomorphe isométriquement & l’algébre ¢!(Z) munie de la convolution discréte, ce qui permettra de
résoudre certaines équations différentielles linéaires sur £1(Z). Pour la lecon 209, je propose de prouver le lemme de
Wiener disant que toute fonction de 1’algébre de Wiener ne s’annulant pas a son inverse dans ’algébre de Wiener.

Ce résultat se base énormément sur la densité des polynémes trigonométriques dans cette algébre.

e D

Définition 1.5 (L’algébre de Wiener). On appelle algébre de Wiener ensemble W défini comme suit :

W= {f € L3(R,C) | Ifllw =D leal(f)] < +OO}-

nez

Proposition 1.6 (Propriétés de l’algébre de Wiener).
1. W est un sev de %y, dont toutes les fonctions sont somme de leur série de Fourier.
2. (W,+,-, %, || - |lw) est une algébre de Banach et I’application :

0 : Wi+, x) — ((YZ),+,%)
fo—= (ealf)nez

est un isomorphisme isométrique d’algébres de Banach. Rappelons que la loi x sur £}(Z) est définie

ainsi :
Yu,v € L1(Z), (uxv), = Zujvn,j.
JEZ
3. Les polynomes trigonométriques sont denses dans (W, || - ||w). En particulier, W est dense dans

(%Q(JW(R’ (C)’ ” : HOO)

Démonstration. On va prouver les deux premiéres assertions ensemble. Posons l'application suivante :

o (NZ) — % (R,C)
(uj)jez +— mHZujeij‘”.
JEZ

® est bien définie car, pour toute suite u € £1(Z), la série de fonctions :

§ tjx
use

JEZ

est normalement convergente, donc uniformément convergente. Cette série est donc continue et, par 2w-périodicité

des exponentielles complexes, 2m-périodique. On remarque en outre le fait suivant :
Yu e NZ), Vn € Z, ¢, (®(u)) = uy.

Ainsi, ® ((1(Z)) C W et :
Qod= idgl(Z).
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Enfin, pour tout f € W, la série de Fourier de f :
x> Z cj(f)eij””
JEZ

est bien définie et continue par convergence normale de la série et posséde les mémes coefficients de Fourier que f.

Par injectivité des coefficients de Fourier, on a donc que f est égale & la somme de sa série de Fourier et donc :
PoO = ZdW

Ainsi, © est un isomorphisme entre W et ¢1(Z) d’inverse ® et, par définition de || - |, c’est une isométrie. On a
également montré que W était un sev de €3 (R, C) puisque f est somme de sa série de Fourier et que celle-ci est

normalement convergente. Enfin, on remarque le fait suivant :

Yu,v € (1(Z), ®(uxv)(z)= Z Zujvn—jeinm = Z Zujeijmvn_jei("_j)”.

neZ jez neZ jET

Or, u et v sont dans ¢1(Z). Ainsi, on a :

Z Z [w;||vn—j] Z Z |uj||vn—;| (Fubini-Tonnelli)

neZ jeL JEL nEL
lwll 1 l|v]1- (Changement d’indice dans la deuxi¢me somme)

On peut donc appliquer le théoréme de Fubini pour obtenir :

Vu,v € (NZ), D(uxv)(x) =) <ujem > vn_je“"j)m) = ®(u)(z) x ®(v)(x).

JEZ nez

Ainsi, ® (et donc © également) est un isomorphisme isométrique d’algébres. ¢1(Z) étant une algébre de Banach, il
en est donc de méme pour W.
Pour le troisiéme point, on a clairement que les polynémes trigonométriques sont inclus dans W et, puisque tout

f € W est somme de sa série de Fourier, on a :

If=SxDllw =D le(h)

N—+oc0o
l7I>N+1

car la suite des coefficients de Fourier de f est absolument convergente. Cela montre donc bien que les polynémes

trigonométriques sont denses dans (W, || - ||w ). Pour la deuxiéme partie de 'assertion, il suffit de voir que l'inclusion
(W, |- lw) = (€8 (R,C), | - [ls0) est continue : si f € W, alors f s’écrit comme la somme de sa série de Fourier et
on a donc :

Ve e R, |f@)] =D (N <D lei () = I1f

JEZ JEZ
Ainsi;

[flloe < [1fllw-
On a donc que les polynomes trigonométriques sont denses dans (W, || - ||oo). Or, par le théoréme de Féjér, ils sont
denses dans (63, (R,C), | - | ). Donc W est dense dans (45, (R, C), | - [|sc)- O
[ Théoréme 1.7 (Wiener). Soit f € W tel que f(z) # 0 pour tout = € [0, 27]. Alors % ceWw. ]

Démonstration. Soit f € W ne s’annulant pas. Par continuité de f et par compacité de [—m, 7], f atteint son
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minimum. Notons-le m. f ne s’annulant pas, on a nécessairement m > 0. D’aprés ce qu’on a vu plus haut, on a :

Su(f) ll-llw

n—-4oo

Prenons alors ng € N* de sorte que :

1Sulf) = Fllw < 5

et notons g := Sy, (f). On a donc que g € €5, (R,C) et ||g — flloo < %. Dot :

Ve e R, |g(x)| > [f(2)] - |g(x) — f(z)| >m — % - %m >0

Ainsi, g ne s’annule pas. Donc % € %4.(R,C). Montrons alors que % € W en montrant que %5, (R,C) C W. Si

h € €, (R,C), alors :
. 1
Vi e Z\{0}, ¢j(h) = chj(h/)'

Ainsi, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a que h € W avec 'estimation suivante :

2

2
1 T T
Ihllw < leo)]+ | > = Sl 1P < Dkl + %Hh/\b < Al + ﬁllh'llm.
jEZ\{O}‘] JEZ
Donc + ;€ W avec rappelons-le :
1 3
Ve e R ‘ < —
g(x)| = 2m
Donc :
Ll <=
- <=
9 loo 2m’

On va montrer que f est inversible dans W en montrant que la série :
+oo n
n=0 9

est absolument convergente dans (W, || - |lw), qui est un Banach! Il faut donc pouvoir estimer la quantité :

0-3)

D’aprés ce qu’on a vu sur g et Pestimation de la norme W par rapport a la norme de €4, (R,C), on a :

w

1

n

1

n
g’ﬂ

W ‘1 \Wfﬂ 1
< il (= 5])
() (1+”§mf ||g'||oo>

Ainsi, par propriété de norme d’algebre de || - ||y, on a :

—ng'

*

n n
1 1 nmv/3
menw, (=D))< |2 - < (3) (14 i)
g w 9" |lw 2 2m
Le membre de droite étant le terme général d’une série convergente, on a le résultat attendu! O
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1 } )
— | un polynéme

Théoréme 1.8 (Résolution de certaines équations différentielles sur £*(Z)). Soit P € C {X X

de Laurent et 7 € %, (¢*(Z)) I'opérateur de décalage :

T Nz — Y2)

(wj)jez +— (uj-1)jez.
On considére I’équation différentielle suivante, posée sur ¢1(Z) :

V() = P(r)-v(t), VteR*™™
v(0) = .

L’unique solution v de cette équation différentielle est donnée par la formule suivante :
vVt e RT,  w(t) = vy x K(t)

avec :

2
VjeZ, K;it)= %/0 exp (tP (e) — ijz) da.

\ J

Démonstration. On va transformer cette équation différentielle sur £1(Z) en une équation différentielle linéaire plus

facile & résoudre sur W. Pour tout ¢ > 0, on pose :

Si v est solution de I’équation différentielle, alors, en notant plus explicitement :

P= i: ap Xk,

k=—n

on a:
Vt>0,VzeR f(t)(x) = Zv;(t)emc
JEL

= Z Z ak’l)j,k(t)eijx

JEZ k=—n
n

= Z Qaj Z'Uj,k(t)eiji

k=—n JEZ

= (Z akei’“) Zvj(t)eijm

k=—n JEZL
= P (") x f(t)().

f vérifie donc ’équation différentielle suivante sur W :

fl(t) = P(e") f(t) Vt>0
f(0) = fo:=2(vo).

Cette équation différentielle est alors trés simple & résoudre! L’unique solution de cette équation est la fonction
t — f(t) suivante :
vte R, Vz eR, f(t)(z) = fo(x) x exp (tP (")) .
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La solution de I’équation différentielle de départ est donc la fonction ¢ — O(f(t)), qui s’exprime ainsi :
vt e RT, w(t) =0 (®(vg) x exp (tP (e"))) = vo x K (t)

par propriété de morphisme d’algébre de ©, ot la fonction ¢ — K (t) s’exprime ainsi :

27
Vte RT, Vj€Z, K;t)= %/ exp (tP (e”’) — ijx) dx.
0

Cela conclut donc la preuve! Plus précisément, on a montré une condition nécessaire. Mais le caractére suffisant se

prouve de la méme fagon : soit v la fonction définie plus haut :

v RY — (4(Z)
t — wvo*x K(¢).

v est bien de classe €' car K 'est également. En effet, K est de classe € si et seulement si ® o K est de classe ¢!
par théoréme de dérivation des fonctions composées (j’ai mis longtemps a sortir cet argument). Or, on a :

VteRT, Vz € R, ®(K(t)) =exp (tP (e)).

qui est bien de classe ¢! par existence et unicité de I’équation différentielle linéaire :

7(0) 1.

{f’(t) — P(e") f(t) VE>0

En effet, 'unique solution de cette équation différentielle vérifie, pour tout z € R :

SUO@) = PE) 0@ >0
O = 1.

par dérivation des fonctions composées, étant donné que ’application :

w — C
[ — f(=)

est linéaire continue. Ainsi, ®(v(t)) vérifie I’équation différentielle ci-dessus avec comme condition initiale ®(v(0)) =

®(vg) et donc, en appliquant © a ’équation différentielle, on obtient :

{ V() = O(P(e")d(u(t), ViRt
Or, @(P(ei')) =(...,0,a_p,...,ay,0,...) = a. Donc :

Vt e R, V(t) =axv(t) = ( Z akvj_k(t)> = P(7) - v(t).
k=—n jez

Cela conclut donc la preuve! O

Peut-étre est-il bienvenu d’illustrer ce résultat par un exemple parlant, alors faisons-le. On souhaite résoudre

'équation de la chaleur discréte dans ¢1(Z) :

VjeZ, Vte R+, U}(t) = ’Uj_l(t) — 21}j(t) + ’Uj+1(t).
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Cette équation différentielle est de la forme précédente avec le polynéme de Laurent P suivant :

1
P=X-2+4—.
JrX

Les solutions de cette équation sont donc de la forme vy x 4(t) ou le noyau de la chaleur discret ¥(¢) s’exprime
ainsi :
1

27
VjeZ, 9t)= %/0 exp (t (e — 2+ e ") —ijz) da.

On peut simplifier cette écriture en remarquant le fait suivant :
Ve €R, €7 —2+e " =2cos(z) — 2.

Ainsi, on a, aprés changement de variables :

—2t oy
VieZ, ¥9(t)= 62—/ exp (2t cos(x) — ijx) dx.
T

—Tr
Enfin, en découpant l'intégrale en 2, entre —7 et 0 et entre 0 et 7, on obtient :

ef2t ™

VieZ, 9(t)= — exp (2t cos(x)) cos(jx)dx.
0

Cette résolution permet d’analyser des équations de type réaction-diffusion sur Z :
Vi€ Z, WERY, I(1) = d(I(t) — 2L(0) + L1 (D) + F(T; (1)
ou f est une non-linéarité bistable, par exemple la cubique :
f(u) = u(l —u)(u—a)

avec a € (0,1). Des estimations sur le noyau de la chaleur permettent de montrer que pour un coefficient de diffusion

d assez grand, la solution I f de I'équation différentielle ci-dessus, de condition initiale :
¢
L;(0) = 1[_r,q

converge vers la suite nulle uniformément en j.
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