
1.3 L’algèbre de Wiener des séries de Fourier absolument convergentes et équations
différentielles linéaires sur ℓ1(Z) (209, 220, 221, 246)

Dans ce développement, je propose de montrer que l’algèbre de Wiener des séries de Fourier absolument conver-
gentes est isomorphe isométriquement à l’algèbre ℓ1(Z) munie de la convolution discrète, ce qui permettra de
résoudre certaines équations différentielles linéaires sur ℓ1(Z). Pour la leçon 209, je propose de prouver le lemme de
Wiener disant que toute fonction de l’algèbre de Wiener ne s’annulant pas a son inverse dans l’algèbre de Wiener.
Ce résultat se base énormément sur la densité des polynômes trigonométriques dans cette algèbre.

Définition 1.5 (L’algèbre de Wiener). On appelle algèbre de Wiener l’ensemble W défini comme suit :

W =

{
f ∈ L1

2π(R,C)

∣∣∣∣∣ ∥f∥W :=
∑
n∈Z

|cn(f)| < +∞

}
.

Proposition 1.6 (Propriétés de l’algèbre de Wiener).

1. W est un sev de C 0
2π dont toutes les fonctions sont somme de leur série de Fourier.

2. (W,+, ·,×, ∥ · ∥W ) est une algèbre de Banach et l’application :

Θ : (W,+, ·,×) −→ (ℓ1(Z),+, ·, ⋆)
f 7−→ (cn(f))n∈Z

est un isomorphisme isométrique d’algèbres de Banach. Rappelons que la loi ⋆ sur ℓ1(Z) est définie
ainsi :

∀u, v ∈ ℓ1(Z), (u ⋆ v)n =
∑
j∈Z

ujvn−j .

3. Les polynômes trigonométriques sont denses dans (W, ∥ · ∥W ). En particulier, W est dense dans(
C 0
2π(R,C), ∥ · ∥∞

)
.

Démonstration. On va prouver les deux premières assertions ensemble. Posons l’application suivante :

Φ : ℓ1(Z) −→ C 0
2π(R,C)

(uj)j∈Z 7−→ x 7→
∑
j∈Z

uje
ijx.

Φ est bien définie car, pour toute suite u ∈ ℓ1(Z), la série de fonctions :∑
j∈Z

uje
ijx

est normalement convergente, donc uniformément convergente. Cette série est donc continue et, par 2π-périodicité
des exponentielles complexes, 2π-périodique. On remarque en outre le fait suivant :

∀u ∈ ℓ1(Z), ∀n ∈ Z, cn (Φ(u)) = un.

Ainsi, Φ
(
ℓ1(Z)

)
⊂W et :

Θ ◦ Φ = idℓ1(Z).
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Enfin, pour tout f ∈W , la série de Fourier de f :

x 7→
∑
j∈Z

cj(f)e
ijx

est bien définie et continue par convergence normale de la série et possède les mêmes coefficients de Fourier que f .
Par injectivité des coefficients de Fourier, on a donc que f est égale à la somme de sa série de Fourier et donc :

Φ ◦Θ = idW .

Ainsi, Θ est un isomorphisme entre W et ℓ1(Z) d’inverse Φ et, par définition de ∥ · ∥W , c’est une isométrie. On a
également montré que W était un sev de C 0

2π(R,C) puisque f est somme de sa série de Fourier et que celle-ci est
normalement convergente. Enfin, on remarque le fait suivant :

∀u, v ∈ ℓ1(Z), Φ(u ⋆ v)(x) =
∑
n∈Z

∑
j∈Z

ujvn−je
inx =

∑
n∈Z

∑
j∈Z

uje
ijxvn−je

i(n−j)x.

Or, u et v sont dans ℓ1(Z). Ainsi, on a :∑
n∈Z

∑
j∈Z

|uj ||vn−j | =
∑
j∈Z

∑
n∈Z

|uj ||vn−j | (Fubini-Tonnelli)

= ∥u∥1∥v∥1. (Changement d’indice dans la deuxième somme)

On peut donc appliquer le théorème de Fubini pour obtenir :

∀u, v ∈ ℓ1(Z), Φ(u ⋆ v)(x) =
∑
j∈Z

(
uje

ijx
∑
n∈Z

vn−je
i(n−j)x

)
= Φ(u)(x)× Φ(v)(x).

Ainsi, Φ (et donc Θ également) est un isomorphisme isométrique d’algèbres. ℓ1(Z) étant une algèbre de Banach, il
en est donc de même pour W .
Pour le troisième point, on a clairement que les polynômes trigonométriques sont inclus dans W et, puisque tout
f ∈W est somme de sa série de Fourier, on a :

∥f − SN (f)∥W =
∑

|j|≥N+1

|cj(f)| −−−−−→
N→+∞

0

car la suite des coefficients de Fourier de f est absolument convergente. Cela montre donc bien que les polynômes
trigonométriques sont denses dans (W, ∥ · ∥W ). Pour la deuxième partie de l’assertion, il suffit de voir que l’inclusion
(W, ∥ · ∥W ) ↪→

(
C 0
2π(R,C), ∥ · ∥∞

)
est continue : si f ∈W , alors f s’écrit comme la somme de sa série de Fourier et

on a donc :

∀x ∈ R, |f(x)| =

∣∣∣∣∣∣
∑
j∈Z

cj(f)e
ijx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
j∈Z

|cj(f)| = ∥f∥W .

Ainsi ;
∥f∥∞ ≤ ∥f∥W .

On a donc que les polynômes trigonométriques sont denses dans (W, ∥ · ∥∞). Or, par le théorème de Féjèr, ils sont
denses dans

(
C 0
2π(R,C), ∥ · ∥∞

)
. Donc W est dense dans

(
C 0
2π(R,C), ∥ · ∥∞

)
.

Théorème 1.7 (Wiener). Soit f ∈W tel que f(x) ̸= 0 pour tout x ∈ [0, 2π]. Alors 1
f ∈W .

Démonstration. Soit f ∈ W ne s’annulant pas. Par continuité de f et par compacité de [−π, π], f atteint son
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minimum. Notons-le m. f ne s’annulant pas, on a nécessairement m > 0. D’après ce qu’on a vu plus haut, on a :

Sn(f)
∥·∥W−−−−−→
n→+∞

f.

Prenons alors n0 ∈ N∗ de sorte que :
∥Sn0(f)− f∥W ≤ m

3

et notons g := Sn0(f). On a donc que g ∈ C 1
2π(R,C) et ∥g − f∥∞ ≤ m

3 . D’où :

∀x ∈ R, |g(x)| ≥ |f(x)| − |g(x)− f(x)| ≥ m− m

3
=

2m

3
> 0.

Ainsi, g ne s’annule pas. Donc 1
g ∈ C 1

2π(R,C). Montrons alors que 1
g ∈ W en montrant que C 1

2π(R,C) ⊂ W . Si
h ∈ C 1

2π(R,C), alors :

∀j ∈ Z \ {0}, cj(h) =
1

ij
cj(h

′).

Ainsi, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a que h ∈W avec l’estimation suivante :

∥h∥W ≤ |c0(h)|+

 ∑
j∈Z\{0}

1

j2

 1
2
∑
j∈Z

|cj(h′)|2
 1

2

≤ ∥h∥∞ +
π√
3
∥h′∥2 ≤ ∥h∥∞ +

π√
3
∥h′∥∞.

Donc 1
g ∈W avec rappelons-le :

∀x ∈ R,
∣∣∣∣ 1

g(x)

∣∣∣∣ ≤ 3

2m
.

Donc : ∥∥∥∥1g
∥∥∥∥
∞

≤ 3

2m
.

On va montrer que f est inversible dans W en montrant que la série :

+∞∑
n=0

(
1− f

g

)n
est absolument convergente dans (W, ∥ · ∥W ), qui est un Banach ! Il faut donc pouvoir estimer la quantité :∥∥∥∥(1− f

g

)n∥∥∥∥
W

.

D’après ce qu’on a vu sur g et l’estimation de la norme W par rapport à la norme de C 1
2π(R,C), on a :

∀n ∈ N∗,

∥∥∥∥ 1

gn

∥∥∥∥
W

≤
∥∥∥∥ 1

gn

∥∥∥∥
∞

+
π√
3

∥∥∥∥−ng′gn+1

∥∥∥∥
∞

≤
∥∥∥∥1g
∥∥∥∥n
∞

(
1 +

π√
3
n∥g′∥∞

∥∥∥∥1g
∥∥∥∥
∞

)
≤

(
3

2m

)n(
1 +

nπ
√
3

2m
∥g′∥∞

)
.

Ainsi, par propriété de norme d’algèbre de ∥ · ∥W , on a :

∀n ∈ N∗,

∥∥∥∥(1− f

g

)n∥∥∥∥
W

≤
∥∥∥∥ 1

gn

∥∥∥∥
W

∥g − f∥nW ≤
(
1

2

)n(
1 +

nπ
√
3

2m
∥g′∥∞

)
.

Le membre de droite étant le terme général d’une série convergente, on a le résultat attendu !
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Théorème 1.8 (Résolution de certaines équations différentielles sur ℓ1(Z)). Soit P ∈ C
[
X,

1

X

]
un polynôme

de Laurent et τ ∈ Lc

(
ℓ1(Z)

)
l’opérateur de décalage :

τ : ℓ1(Z) −→ ℓ1(Z)
(uj)j∈Z 7−→ (uj−1)j∈Z.

On considère l’équation différentielle suivante, posée sur ℓ1(Z) :{
v′(t) = P (τ) · v(t), ∀t ∈ R+∗

v(0) = v0.

L’unique solution v de cette équation différentielle est donnée par la formule suivante :

∀t ∈ R+, v(t) = v0 ⋆ K(t)

avec :

∀j ∈ Z, Kj(t) =
1

2π

∫ 2π

0

exp
(
tP
(
eix
)
− ijx

)
dx.

Démonstration. On va transformer cette équation différentielle sur ℓ1(Z) en une équation différentielle linéaire plus
facile à résoudre sur W . Pour tout t > 0, on pose :

f(t) = Φ(v(t)) ∈W.

Si v est solution de l’équation différentielle, alors, en notant plus explicitement :

P =

n∑
k=−n

akX
k,

on a :
∀t > 0, ∀x ∈ R f ′(t)(x) =

∑
j∈Z

v′j(t)e
ijx

=
∑
j∈Z

n∑
k=−n

akvj−k(t)e
ijx

=

n∑
k=−n

ak
∑
j∈Z

vj−k(t)e
ijx

=

(
n∑

k=−n

ake
ikx

)∑
j∈Z

vj(t)e
ijx


= P

(
eix
)
× f(t)(x).

f vérifie donc l’équation différentielle suivante sur W :{
f ′(t) = P

(
ei·
)
f(t) ∀t > 0

f(0) = f0 := Φ(v0).

Cette équation différentielle est alors très simple à résoudre ! L’unique solution de cette équation est la fonction
t 7→ f(t) suivante :

∀t ∈ R+, ∀x ∈ R, f(t)(x) = f0(x)× exp
(
tP
(
eix
))
.
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La solution de l’équation différentielle de départ est donc la fonction t 7→ Θ(f(t)), qui s’exprime ainsi :

∀t ∈ R+, v(t) = Θ
(
Φ(v0)× exp

(
tP
(
ei·
)))

= v0 ⋆ K(t)

par propriété de morphisme d’algèbre de Θ, où la fonction t 7→ K(t) s’exprime ainsi :

∀t ∈ R+, ∀j ∈ Z, Kj(t) =
1

2π

∫ 2π

0

exp
(
tP
(
eix
)
− ijx

)
dx.

Cela conclut donc la preuve ! Plus précisément, on a montré une condition nécessaire. Mais le caractère suffisant se
prouve de la même façon : soit v la fonction définie plus haut :

v : R+ −→ ℓ1(Z)
t 7−→ v0 ⋆ K(t).

v est bien de classe C 1 car K l’est également. En effet, K est de classe C 1 si et seulement si Φ ◦K est de classe C 1

par théorème de dérivation des fonctions composées (j’ai mis longtemps à sortir cet argument). Or, on a :

∀t ∈ R+, ∀x ∈ R, Φ(K(t)) = exp
(
tP
(
eix
))
.

qui est bien de classe C 1 par existence et unicité de l’équation différentielle linéaire :{
f ′(t) = P

(
ei·
)
f(t) ∀t > 0

f(0) ≡ 1.

En effet, l’unique solution de cette équation différentielle vérifie, pour tout x ∈ R :
d

dt
(f(t)(x)) = P

(
eix
)
f(t)(x) ∀t > 0

f(0)(x) = 1.

par dérivation des fonctions composées, étant donné que l’application :

W −→ C
f 7−→ f(x)

est linéaire continue. Ainsi, Φ(v(t)) vérifie l’équation différentielle ci-dessus avec comme condition initiale Φ(v(0)) =

Φ(v0) et donc, en appliquant Θ à l’équation différentielle, on obtient :{
v′(t) = Θ

(
P
(
ei·
)
Φ(v(t))

)
, ∀t ∈ R+∗

v(0) = v0.

Or, Θ
(
P
(
ei·
))

= (. . . , 0, a−n, . . . , an, 0, . . .) =: a. Donc :

∀t ∈ R+, v′(t) = a ⋆ v(t) =

(
n∑

k=−n

akvj−k(t)

)
j∈Z

= P (τ) · v(t).

Cela conclut donc la preuve !

Peut-être est-il bienvenu d’illustrer ce résultat par un exemple parlant, alors faisons-le. On souhaite résoudre
l’équation de la chaleur discrète dans ℓ1(Z) :

∀j ∈ Z, ∀t ∈ R+, v′j(t) = vj−1(t)− 2vj(t) + vj+1(t).
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Cette équation différentielle est de la forme précédente avec le polynôme de Laurent P suivant :

P = X − 2 +
1

X
.

Les solutions de cette équation sont donc de la forme v0 ⋆ G (t) où le noyau de la chaleur discret G (t) s’exprime
ainsi :

∀j ∈ Z, Gj(t) =
1

2π

∫ 2π

0

exp
(
t
(
eix − 2 + e−ix

)
− ijx

)
dx.

On peut simplifier cette écriture en remarquant le fait suivant :

∀x ∈ R, eix − 2 + e−ix = 2 cos(x)− 2.

Ainsi, on a, après changement de variables :

∀j ∈ Z, Gj(t) =
e−2t

2π

∫ π

−π
exp (2t cos(x)− ijx) dx.

Enfin, en découpant l’intégrale en 2, entre −π et 0 et entre 0 et π, on obtient :

∀j ∈ Z, Gj(t) =
e−2t

π

∫ π

0

exp (2t cos(x)) cos(jx)dx.

Cette résolution permet d’analyser des équations de type réaction-diffusion sur Z :

∀j ∈ Z, ∀t ∈ R+, I ′j(t) = d (Ij−1(t)− 2Ij(t) + Ij+1(t)) + f(Ij(t))

où f est une non-linéarité bistable, par exemple la cubique :

f(u) = u(1− u)(u− a)

avec a ∈ (0, 1). Des estimations sur le noyau de la chaleur permettent de montrer que pour un coefficient de diffusion
d assez grand, la solution Iℓj de l’équation différentielle ci-dessus, de condition initiale :

Iℓj (0) = 1[[−ℓ,ℓ]]

converge vers la suite nulle uniformément en j.
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